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Streszczenie

W pracy analizuje¢ matematyczny model Sciezki regulatorowej czynnika transkrypcyjnego
NExB. Do zaproponowanego przez Tomasza Lipniackiego i wspélpracownikéw (Nature 2010)
modelu dotaczam petle dodatniego sprzezenia zwrotnego zwiazanego z wewnatrzkomoérkowa
produkcja ligandu TNF «. Po szczegbtowym oméwieniu rozwazanych reakeji oraz uzasadnieniu
wprowadzonych modyfikacji przeprowadzam analize bifurkacyjna modelu deterministyczne-
go. Ze wzgledu na wysoka ztozono$é problemu (uklad 24 nieliniowych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych) ograniczam rozwazania do symulacji numerycznych. W dalszej czesci pracy ba-
dam model stochastyczny oparty na teorii proceséw Markowa z czasem cigglym i dyskretna
przestrzenia stanéw. Analize tego modelu opieram o symulacje numeryczne przeprowadzone
zgodnie z algorytmem Gillespiego (J. Phys. Chem. 1977) oméwionym w rozdziale 5. Uzyska-
ne wyniki prowadza mnie do badania stochastycznych efektéw zwigzanych z bistabilnoscia
uktadu (skoki stochastycznych trajektorii pomiedzy deterministycznymi atraktorami) oraz
wystepujacymi w nim oscylacjami (rezonans stochastyczny). W koncowym rozdziale pracy
przedstawiam wyniki dopasowania parametréw modelu do danych eksperymentalnych opubli-
kowanych przez grupe M.R. White’a (J. Cell. Sci. 2010). Wyniki te potwierdzaja zasadnosé
wprowadzonych w modelu zmian. Sg one réwniez podstaws do postawienia hipotezy na temat
wystepowania autoaktywacji wsrod innych komérek o wysokiej wewnetrznej produkcji TNFa
(monocyty, makrofagi).

Stowa kluczowe

uklady dynamiczne, bistabilnosé, proces Markowa, sieci regulatorowe, NF-xB

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

1.1. Motywacje biologiczne

Czynnik transkrypcyjny NFExB

Obiektem badan niniejszej pracy jest szlak sygnalowy czynnika transkrypcyjnego NE-xB
(Nuclear Factor kappa-B). Ten kompleks biatek odkryty w 1986 roku przez Davida Baltimora
wystepuje we wszystkich typach komoérek od muszki owocowej do czlowieka. Jest on uznawa-
ny za najwazniejszy czynnik regulujacy ekspresje genéw zwigzanych z wczesng odpowiedzia
immunologiczng. Gdy NF-kB przyczepia sie do obszaru promotora danego genu, wowczas
nastepuje jego aktywacja i rozpoczyna si¢ proces produkcji biatka. Stan, w ktérym NFE-xB
znajduje sie w jadrze komoérkowym nie jest stanem stalym. Produkcja bialek jest hamowana
przez grupe inhibitoréw NExB (m.in. [kBa i A20), ktére wptywaja na odlaczenie NE-xB od
genu i jego powr6t do cytoplazmy. Bedziemy moéwié, ze komoérka jest aktywna, gdy poziom
NFE«xB w jadrze zmienia sie w sposéb oscylujacy natomiast nieaktywna, gdy wiekszos¢ mole-
kut NIk B znajduje sie poza jadrem komoérkowym. NExB jest czynnikiem transkrypcyjnym
dla kilkuset genéw. Aktywacja czynnika NF-xkB prowadzi do aktywacji genow odpowiadajg-
cych za zapalenie, proliferacje, odpowiedz antywirusowa oraz antyapoptotyczna. NF«B moze
by¢ aktywowany na dwa sposoby:

e przez sygnal pochodzacy z innych komoérek wydzielajacych cytokiny takie jak TINF«
czy Interleukina 1 (IL-1), przytaczajace si¢ do receptoréw typu TNFRI1, IL-R;

e poprzez bezposrednie oddzialywanie z patogenami (bakteriami, wirusami) badz ich pro-
duktami (np. fragmentami btony komérkowej, dwuniciowym RNA).

Ze wzgledu wlasnie na aktywacje NF-xB fizjologicznymi dawkami TNF'« pochodzgcymi od
pobliskich komoérek, w dalszej czesci pracy bedziemy badaé odpowiedz na zewnetrzny sygnat
TNF« rzedu kilkudziesieciu pg/ml (1072 gram/litr).

Rola NEkxB w komérkach nowotworowych

Ligand TNF« jest najlepiej dotad poznanym czynnikiem prowadzacym do apoptozy ko-
morek. Apoptoza indukowana przez TNF'« jest kontrolowana przez funkcjonowanie modutu
regulatorowego NF-xB. Komodrki rakowe maja podwyzszony poziom NFE-xB co, ze wzgledu
na antyapoptotyczna role NE2x B, utrudnia chemio- i radioterapie. Zablokowanie §ciezki prze-
kazu sygnalu pomiedzy receptorem TNFo (T'NFR1) a czynnikiem transkrypcyjnym NFExB
wraz z jednoczesna stymulacja komérek TNF o pozwolitloby wprowadzi¢ komérke rakows na



Sciezke apoptozy. Dokladne poznanie szlaku sygnatowego NF-xB jest wiec istotne nie tylko
ze wzgledu na jego kluczowsg role procesie obrony immunologicznej, ale rowniez ze wzgledu
na jego antyapoptotyczne dziatanie w komoérkach nowotworéw.

Badania opublikowane w 2010 roku przez grup¢ M.R. White’a [16] nad komérkami ra-
kowymi typu SK-N-AS! pokazaly, iz aktywacja komérki zalezy od poziomu zewnetrznego
sygnalu TNF «. Przy czym blisko 100% populacji badanych komérek aktywuje sie juz przy
dawce 100 pg/ml podczas ciaglej stymulacji. Co ciekawe, okazalo si¢ réwniez, ze blisko 20%
ich populacji doznaje samoaktywacji (bez zewnetrznej stymulacji). W dalszej czesci pracy po-
kaze, iz takie zachowanie moze by¢ efektem istniejacego w tego typu komorkach dodatniego
sprzezenia zwrotnego NF-kB zwiazanego z wewnetrzng produkcja TNFa. Stawiam réwniez
hipoteze, iz podobne zachowanie moze by¢ obserwowane w przypadku innych komérek o
podwyzszonej wewnetrznej produkeji TNFa (monocyty, makrofagi).

1.2. Motywacje matematyczne

Podstawowym narzedziem stuzacym modelowaniu szlakéw sygnatowych jest uklad réwnan
rézniczkowych zwyczajnych. Opisujac stezenia kolejnych biatek bioracych udzial w przekazy-
waniu sygnatu w glab komérki poprzez nowe zmienne korzysta sie z zalozenia o ich cigglo-
Sci. Jednak gdy przychodzi nam opisa¢ np. stan genu, ktéry moze by¢ tylko aktywny badz
nieaktywny lub procesy w ktérych uczestniczy niewielka liczba molekul, wydaje sie to by¢
zalozeniem nieuzasadnionym. Wowczas do opisu zachodzacych reakcji stosuje sie teorie proce-
sow Markowa z dyskretng przestrzenia stanéw. Do ogdlnej analizy zachowan naszego modelu
w przypadku deterministycznym korzysta sie z bogatej teorii jako$ciowej rownan rézniczko-
wych. Jednak nawet podstawowe pojecia tam wystepujace takie jak punkt stacjonarny czy
cykl graniczny w teorii proceséw stochastycznych nie majg swoich Scistych analogéw. Poja-
wia sie wiec pytanie, jakie sa podobienstwa, a jakie sa réznice w zachowaniach trajektorii
deterministycznych i stochastycznych.

Intuicja sugerujaca, iz model ciggly jest dobrym przyblizeniem Sredniej ze stochastycz-
nych trajektorii jest dla bistabilnych modeli catkowicie bledna. W przypadku, gdy w uktadzie
mamy do czynienia z dwoma atraktorami, trajektorie potrafia pod wplywem wystepujacej
w modelu stochastycznoéci przeskakiwaé pomiedzy obszarami, ktére w modelu ciagltym byty
basenami przyciagania atraktoréw. Usrednienie takiego zachowania w czasie mogtoby dopro-
wadzi¢ do mylnego wrazenia, ze w modelu deterministycznym mamy do czynienia tylko z
jednym stanem stabilnym.

W pracy, korzystajac z teorii bifurkacji kowymiaru 1, przedstawie oparta o numeryczne
symulacje analize bifurkacyjna deterministycznego modelu szlaku sygnatlowego NI~k B. Ko-
rzystajac z teorii procesow Markowa z czasem cigglym i dyskretna przestrzenia stanow przej-
de przy pomocy algorytmu Gillespiego do symulacji modelu stochastycznego. Wystepujaca
w tym modelu bistabilnos¢, spowodowana wspolistnieniem stabilnego punktu stacjonarnego
oraz cyklu granicznego, doprowadzi mnie do analizy dwojakiego rodzaju efektéw stochastycz-
nych. Pierwszy z nich zwigzany jest ze skokami stochastycznych trajektorii pomiedzy obsza-
rami odpowiadajacymi basenom przyciggania atraktoréw modelu ciggltego. Drugi natomiast,
zwany rezonansem stochastycznym, skutkuje pojawieniem sie stochastycznych oscylacji dla
takiego zakresu parametru bifurkacyjnego, dla ktérego w modelu deterministycznym cyklu
granicznego nie ma.

To wlasnie dzieki tym czysto stochastycznym zachowaniom, niemozliwym do osiagniecia

'Komérki SK-N-AS to komérki nowotworowe neuroblastomy (nerwiaka ptodowego). Komérki nowotworowe
sa czesto uzywane w eksperymentach przede wszystkim z powodu ich wysokiej przezywalnosci



w modelach cigglych, w ostatnim rozdziale pracy udato mi sie dopasowaé¢ nasz model $ciezki
sygnatowej do danych eksperymentalnych.






Rozdziatl 2

Sciezka sygnalowa NF-xB

Procesy zachodzace w komorce sa kontrolowane przez szlaki sygnalowe (moduly regulatoro-
we), czyli ciagi aktywacji i dezaktywacji kolejnych bialek majace na celu wytworzenie odpo-
wiedzi na zewnetrzna stymulacje. Gtéwnym obiektem badan mojej pracy jest szlak sygnato-
wy czynnika transkrypcyjnego NF-xB (Nuclear Factor k-light-chain-enhancer of activated B
cells), ktérego model stworzony przez Tomasza Lipniackiego i wspélpracownikéw, [15] szcze-
gélowo oméwie w tym rozdziale.

2.1. Opis modelu

Ponizsze réwnania (2.1-2.24)! stanowig autonomiczny uktad réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych opisujacy odpowiedz rakowej komérki eukariotycznej na zewnetrzna stymulacje. Jest to
model opublikowany w 2010 roku w Nature [15], zmodyfikowany o dodanie dodatniego sprze-
zenia zwrotnego zwigzanego z T'N Fa. Schemat opisywanych reakcji zostal przedstawiony na
rysunku 2.1. Uwzglednione w modelu sprzezenia zwrotne przedstawia schematycznie rysunek
2.2.

'Przy zapisie réwnan zostala zastosowana nastepujaca konwencja: & oznacza pochodna zmiennej x wzgle-
dem czasu. Wspélczynniki réwnan zostaly zapisane malymi arabskimi literami, za wyjatkiem A opisujacej
szybkos¢ transkrypcji TN Fa.
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A20 = ¢y - A20; — ¢5 - A20 (2.13)

A20; = ¢1 - Gagp — c3A20; (2.14)
IﬁBacyt =—ay - IKK, - IkBoac — a1 - IkBaey - NF-kBey + ¢4 - IkBoy
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Ik Bamye = —ay - ky IkBanye NE-kBeyt + i1 - Ik Bogy—e1q- Ik Bayy,e  (2.16)

IkBay=ciq - Gripa — ¢3 - IkBay (2.17)

(IkBa|NF-tB) ey = a1 - Ik Byt - NE-KBey — c6a - (IKB|NE-£B) oy —
az - IKK, - (IkBa|NF-£B)cyt + €24 - (IKBa|NF-£B)pye  (2.18)
(I/{B@\NF—KB)WC =—ay - kv - IkBanye - NE-kBpye — €2 - (IKBa|NE-KB)pye  ( )
TNFoy=\-Grypa —c3- TNFay (2.20)
TNFan =ca - TNFoy — 50 - TNFting — Csee - TN Foving (2.21)
G20 = q1 - NE-kBpye - (AN — G azo) — g2 - IKBue - Gazo (2.22)
G1rBo =1 - NF-kBpye - (ANa — Gropa) — @2 - IkBoanue - GriBa (2.23)
GrNFa = Q1 NF-kBnue  ANT—Gryn o) — @ou+a2 Ik Banud -Grnra (2.24)

2.2. Moduly szlaku sygnalowego NF-xB

Aktywacja i dezaktywacja receptoréow

Zewnetrznym sygnatem stymulujacym komoérke w naszym modelu jest ligand Tumor Necro-

sis Factor alpha (T'N Faeyt). Parametry modelu sa tak dopasowane, by trajektorie w sposéb
ilosciowy opisywaly reakcje pojedynczej komorki na stymulacje stezeniem TN Faey rzedu
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Rysunek 2.1: Schemat modelu szlaku sygnalowego czynnika transkrypcyjnego NF-xB.
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Rysunek 2.2: Schemat uwzglednionych w modelu sprzezen zwrotnych.
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kilkuset pg/ml. Jego obecno$é¢ w poblizu komoérki jest wylapywana poprzez znajdujace sie
na blonie komoérkowej receptory. Catkowita liczba receptoréw, (M) nawet dla komérek tego
samego typu nowotworu moze by¢ rézna, dlatego w modelu dla kazdej komorki przed symu-
lacja ten parametr jest losowany. Zakladamy wéwczas, tak jak w [15] log-normalny rozktad
liczby receptoréow. Parametry tego rozktadu zostaly dopasowane do wynikéw eksperymen-
téw opublikowanych w [16]. Proces aktywacji receptoréw w wyniku przytaczenia TN Foey
do nieaktywnych receptoréw opisany jest w rownaniu 2.2. W réwnaniu tym wspdtezynnik
szybkosci aktywacji receptoréw przez pochodzacy z zewnetrznej stymulacji T'N F' ey zostal
oznaczony przez ky. Reakcja ta jest biliniowa, gdyz zaktadamy, ze przy zewnetrznej stymulacji
wszystkie molekuly T'N Fa,; sa przez nieaktywne receptory wylapywane lub rownowaznie,
ze w trakcie zewnetrznej stymulacji (trwajacej tylko kilka minut) ilo§¢ podawanego T'N Foveyy
jest bardzo duza. Przy dlugookresowych symulacjach postaé tego czlonu réwnania 2.2 nie
ma znaczenia, gdyz dla odpowiednio duzych czasow symulacji T'N F e = 0. Dezaktywacja
receptor6w nastepuje samoistnie ze staly szybkoscig reakcji ky. Czlon réwnania 2.2 odpowia-
dajacy aktywacji receptoréw przez pochodzacy z wnetrza komérki T'N Fa;,y omowiony jest
w czesci poswieconej dodatniemu sprzezeniu zwrotnemu.

Kaskada sygnalowa

Aktywacja receptoréw powoduje przekazanie sygnalu do wnetrza komoérki poprzez tréj-
stopniowa kaskade sygnatowsg sktadajaca sie z kinaz IKK K oraz IKK.

Zakladamy, ze bialko I K K K moze przyjmowa¢ dwie formy: aktywng I K K K, oraz neu-
tralng IKKK,. Przyjmuje sie, ze IKKK, jest aktywowane, gdy znajduje sie w poblizu
aktywnego receptora R 1 reakcja ta zachodzi z szybkoscia k, (2.3, 2.4), natomiast wspol-
czynnik dezaktywacji jest stale réwny k;.

Dalszym etapem przekazywania sygnalu jest aktywacja molekut biatka I K K, ktére moze
przyjmowaé juz nie dwie, ale 4 formy: IKK,, IKK,, IKK;, IKK;;. Zakladamy za [1], ze
forma aktywna KK, powstaje z neutralnej I K K, poprzez fosforylacje dwdch czasteczek
IKKK, - stad w réwnaniach (2.6) oraz (2.5) kwadratowa zalezno$¢ od stezenia IKKK,.
Forma nieaktywna I K K; powstaje z I K K, poprzez nadmierng fosforylacje (2.7), natomiast
I K K;; pelni role formy przejsciowej pomiedzy I K K; a IKK, (2.5) powodujac swoja obec-
noscig opéznienie w procesie aktywacji biatka ITK K. W modelu zaktadamy, ze taczna liczba
molekutl wszystkich form I K K, podobnie jak IK KK, jest stala w czasie - w rzeczywistosci
oczywiscie biatka te degraduja, jednak zakladamy, ze ich produkcja jest réwnie szybka, co
pozwala te procesy w rownaniach zaniedbac.

Kaskada sygnatowa prowadzaca od aktywnych receptoréw konczy sie degradacja biatka
IkBowy: wskutek oddzialywania z aktywna kinaza IK K, (2.15).

Aktywacja i dezaktywacja genéw

Proces tworzenia nowych bialek w komorce eukariotycznej rozpoczyna sie w jadrze, gdzie
znajduje sie DNA. NFEx B jako czynnik transkrypcyjny rozpoczyna ten proces dla wielu biatek,
miedzy innymi dla rozpatrywanych przez nas: A20, IkBa oraz TNFa. W modelu zaklada-
my, ze gen moze przyjmowacé jeden z dwéch standéw: aktywny badz nieaktywny. Gen staje
sie aktywny, gdy czynnik transkrypcyjny zwiaze sie¢ z DNA na obszarze promotora. Dezak-
tywacja natomiast nastepuje wskutek pojawienia si¢ w jadrze komérkowym Ik B, ktére
wiazac sie z NF-k By, odlacza je od obszaru promotora i tym samym zatrzymuje produkcje
transkryptu.
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Modul opisujacy proces aktywacji i dezaktywacji gendéw ze wzgledu na biologicznie uza-
sadnione zalozenie, iz gen moze przyjmowac tylko dwa stany (0 - gdy jest nieaktywny, 1 - gdy
jest aktywny) najlepiej jest opisywaé jako stochastyczny proces Markowa z ciaglym czasem,
ale dyskretng przestrzenia stanéw. Takie podejécie szczegétowo omawiam w rozdziale czwar-
tym. W modelu deterministycznym zmuszeni jesteSmy do ciaglego przyblizenia tego procesu.
Rozpatrujemy woéwczas przyjmujaca wartosci z przedziatu [0,1] zmienna opisujaca czestosé
przebywania genu w stanach 01 1.

Proces aktywacji i dezaktywacji genéw w modelu ciaglym opisuja réwnania (2.22), (2.23)
i (2.24). Wystepujace w tych réwnaniach stale AN, ANa oraz ANT oznaczaja liczbe kopii
genu znajdujacego sie w jadrze komdérkowym odpowiednio dla A20, IkBa, TNFa. W modelu
zatozono, ze kazdy z gendéw posiada dwie niezaleznie aktywowane kopie. Jedli jedna kopia
G' (i = 1,2) przyjmuje wartoéci z przedziatu [0, 1], to zmienna opisujaca stan zaleznych od
NFExB genéw G = G' + G? moze przyjmowaé wartoéci z przedziatu [0, 2].

Pomimo braku eksperymentalnych przestanek, by ograniczy¢ liczbe parametréw modelu
zalozono, iz wspdlezynniki aktywacji i dezaktywacji gendow dla A20, IkBa sa takie same. W
przypadku TNF «a wprowadziliémy w réwnaniu (2.24) dodatkowo (za [11]) mozliwos$¢ sponta-
nicznego odczepienia NF-xB od genu ze stalg szybkoscia gay.

Nalezy zwrécié uwage, iz czynnik transkrypcyjny nie ma wplywu na szybkosé transkryp-
cji, a jedynie na rozpoczecie tego procesu lub jego zakoniczenie w momencie odczepienia od
promotora genu.

Petle ujemnego sprzezenia

W modelu $ciezki sygnatowej NFxB zostaly uwzglednione dwie petle ujemnego sprzezenia
zwrotnego.
(1) Pierwsza zwiazana jest z produkcja biatka A20. W modelu przyjelismy, ze A20 jako
inhibitor NE-xB hamuje przekazywanie aktywujacego sygnatlu w glab komérki na dwdédch
roznych etapach:

e tlumi sygnal od aktywnych receptordw,
e wplywa na dezaktywacje kinazy IKK.

W réwnaniu (2.3) za [17] uwzgledniony zostal wplyw A20 na aktywacje kinazy IKKK.
Dokladny mechanizm tej reakcji nie jest jeszcze znany, wiemy jedynie, ze A20 ttumi sygnal
przekazywany od aktywnych receptoréw, natomiast nie ma wpltywu na ich aktywacje. Reakcje
opisujace wpltyw A20 na proces dezaktywacji kinazy I K K zostaly uwzglednione w réwnaniach
(2.6) i (2.7).

(2) Druga petla ujemnego sprzezenia, ktéra zostala przez nas uwzgledniona jest zwiazana
z IkBa. Schemat sktadajacych sie na nia reakcji przedstawia rysunek 2.3. IkBa oddziatuje z
NFE-kB laczac sie z nim w kompleks na dwoch etapach Sciezki sygnatowej.

e w cytoplazmie hamujac przez to translokacje NI“xB.y do jadra komoérkowego,
e w jadrze komoérkowym powodujac odtaczenie NF-x B, od promotora.

NF-B.y; moze przejs¢ z cytoplazmy do jadra tylko, gdy nie jest zwigzane z Ik Boy:. W ob-
szarze cytoplazmy IkBaey taczy sie z NF-kB.,; tworzac kompleks (IkBa|NF-£B)qy:. Kom-
pleks ten moze si¢ rozpa$é samoistnie w tej postaci lub dopiero po sfosforylowaniu IxBay;.
Uwolnione NF-kB.y; przedostaje si¢ do jadra komérkowego. W jadrze NF-kBp,. aktywuje
transkrypcje genu IkBa, ktéra zostaje przerwana, gdy do NF-kBy,. przytaczy sie IkBayyc-
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Rysunek 2.3: Schemat modelu petli ujemnego sprzezenia zwigzanego z IkBa.

Petla dodatniego sprzezenia

Uwzglednienie w strukturze $ciezki sygnatlowej NFx B petli dodatniego sprzezenia zwiagzanej
z TNF« jest modyfikacja, ktéra odroznia nasz model od do tej pory istniejacych. Motywacja
do tej zmiany byly pojawiajace sie wyniki eksperymentéw na komérkach SK-N-AS (neurobla-
stomy) [16], ktérych spontaniczna samoaktywacja wskazywala na istnienie wiladnie takiego
sprzezenia. Reakcje opisujace dodatnie sprzezenie zwrotne zostaly uwzglednione w réwna-
niach (2.2), (2.20), (2.21) oraz (2.24). Na rysunku 2.1 zostaly one oznaczone czerwonym
kolorem jako nowo dodane w stosunku do modelu z [15]. Rozpoczynajac od aktywacji genu
TNF «, kolejne czerwone strzatki na rys. 2.1 przedstawiaja uwzglednione przez nas procesy:

o transkrypcji TN Fay,
e transportu z jadra komoérkowego do cytoplazmy oraz translacji TNF'«,

e aktywacji wlasnych receptoréw na membranie przez TNFa wydzielany na zewnatrz
komorki (prawa strzaltka)

e aktywacji receptoréw pobliskich komoérek przez TNF a wydzielany na zewnatrz (lewa
strzatka)

W modelu wplyw T'N Fa;,,; na aktywacje receptoréw opisuje réwnanie (2.2), w ktérym
TNFajp; - csee 0Oznacza ilos¢ TNFa wydzielanego przez komoérke w trakcie sekundy. Nato-
miast (]\S[A_ﬁl% to ta czesé wydzielonego z komérki TNFa, ktéra jest wylapywana przez

nieaktywne receptory komoérki. Zauwazmy, ze

(M*Ract)
(M_Ract) + ¢

<1, (2.25)
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czyli nieaktywne receptory nie wylapuja wszystkich molekuty TNF« - cze$¢ z nich moze ak-
tywowaé komorki znajdujace sie w poblizu?. Taka postaé¢ réwnania (2.2) odpowiadajacego za
autoaktywacje komérki, w odréznieniu od biliniowej postaci stymulacji zewnetrznej, zosta-
la przyjeta ze wzgledu na male (fizjologiczne, rzedu kilkudziesieciu pg/ml) dawki T'N Fang
wystepujace w przypadku dtugookresowych symulacji zycia komoérki.

W dalszej czesci pracy, traktujac wspolezynnik szybkosci transkrypcji A jako parametr
bifurkacyjny, bede badal jaki wplyw na jakoSciowe zachowanie modelu ma uwzglednienie
pOWYZSzego sprzezenia.

2Proces wzajemnej aktywacji sasiadujacych ze soba komoérek nie zostal w naszym modelu uwzgledniony,
jest on jednak waznym czynnikiem, ktory warto zanalizowaé w kolejnych jego modyfikacjach.
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Rozdziat 3

Analiza bifurkacyjna modelu

W tym rozdziale przedstawie wyniki analizy bifurkacyjnej deterministycznego modelu Sciezki
sygnalowej NExB. Ze wzgledéw interpretacyjnych najbardziej interesujace sa dla nas wyste-
pujace w uktadzie atraktory. Dokladajac do istniejacych juz w ukladzie ujemnych sprzezen
zwrotnych sprzezenie dodatnie mieliSmy nadzieje, ze w ukltadzie pojawi sie stabilny cykl gra-
niczny. Jego wspotistnienie ze stabilnym punktem stalym wskazywaloby na mozliwos¢ stalej
aktywacji komorki w przypadku modelu deterministycznego, natomiast nietrwatej samoak-
tywacji w przypadku modelu stochastycznego. By zweryfikowaé nasze przypuszczenia prze-
prowadzona zostala przy pomocy numerycznych symulacji analiza bifurkacyjna uktadu. W
ponizszym paragrafie na podstawie [6], [18] oraz [19] przyblizam teori¢ bifurkacji kowymiaru
1, ktéra pozwolita mi stwierdzi¢, w wyniku jakiej bifurkacji narodzit sie w naszym uktadzie
cykl graniczny.

3.1. Bifurkacje kowymiaru 1 prowadzace do oscylacji

Gdy portret fazowy uktadu réwnan rézniczkowych jest stabilny wzgledem zaburzen para-
metréw w nim wystepujacych méwimy, ze ukltad jest strukturalnie stabilny, w przeciwnym
wypadku w uktadzie zachodza bifurkacje. Sposrod bifurkacji kowymiaru 1, to znaczy bifurka-
¢ji powstalych w wyniku zaburzenia tylko jednego z parametréw, mozna wyréznié¢ bifurkacje
prowadzace w ukltadzie do oscylacji. Na rysunku 3.1 (za [18]) przedstawione zostalo zestawie-
nie czterech gtéwnych typoéw bifurkacji dla uktadu réwnan rézniczkowych.

Nadkrytyczna bifurkacja Hopfa

Nadkrytyczna bifurkacja Hopfa (nazywana réwniez bifurkacja Andronova-Hopfa lub bi-
furkacja narodzin cyklu granicznego) jest przyktadem bifurkacji lokalnej, tzn. zachodzacej w
otoczeniu punktu osobliwego. Analitycznie warunkiem jej wystapienia jest, by dla bifurka-
cyjnej wartosci parametru zlinearyzowany uktad posiadal jedna pare sprzezonych, niezero-
wych, czysto urojonych wartosci wlasnych: \j = Ay = iw € iR i Re)l; # 0 dla j > 2 oraz
B%Re/\m(,uﬂ u=0 < 0. JakoSciowo natomiast bifurkacja ta wyréznia si¢ narodzinami stabil-
nego cyklu granicznego z zerowa amplituda i skonczonym niezerowym okresem w punkcie
bifurkacji. Réwnoczeénie stabilny punkt, ktéry dat poczatek temu cyklowi traci swoja stabil-
nos¢.
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Rysunek 3.1: Bifurkacje kowyrh$aru 1 prowadzace do oscylacji.



Podkrytyczna bifurkacja Hopfa

Podkrytyczna bifurkacja Hopfa jest lokalna bifurkacja narodzin niestabilnego cyklu gra-
nicznego. Analityczne warunki jej wystapienia sa analogiczne do bifurkacji nadkrytycznej,
tzn. Ay = Ao = iw € iR i Re)j # 0 dla j > 2, z ta rézmica, ze %Re/\lg(/},)‘u:o > 0. Jako-
sciowo bifurkacja ta polega na utracie stabilnosci przez stabilny punkt stacjonarny w wyniku
scalenia z zanikajacym niestabilnym cyklem granicznym.

Bifurkacja siodlo-wezet

Bifurkacja siodlo-wezet nie prowadzi do powstania w ukladzie zamknietej orbity, stanowi
ona jednak podstawe do zrozumienia sytuacji analogicznych zachodzacych dla cykli granicz-
nych. Bifurkacja siodto-wezel jest przyktadem bifurkacji lokalnej. Analitycznym warunkiem
jej wystapienia jest by zlinearyzowany w punkcie bifurkacyjnym uktad posiadal jedna zerowa
warto$¢ wlasna, natomiast pozostale wartosci wlasne powinny mieé niezerowe czgsci rzeczy-
wiste: Ay = 01 Re); # 0 dla j > 1. Jakosciowo bifurkacja ta polega na wzajemnym zniesieniu
sie punktu siodtowego i weztowego, ktére w punkcie bifurkacyjnym tworzg tzw. siodto-wezel,
a nastepnie anihiluja.

Bifurkacja siodlo-wezel dla orbity okresowej (Cyclic Fold)

Bardzo czesto w poblizu podkrytycznej bifurkacji Hopfa wystepuje bifurkacja, w wyni-
ku ktorej nowopowstaly niestabilny cykl graniczny zanika. Bifurkacja siodto wezet dla orbity
okresowe]j jest przykladem bifurkacji nielokalnej, dlatego tez analityczny warunek na jej wy-
stapienie opiera si¢ na przeksztalceniu powrotu Poincarego. Mianowicie do jej wystapienia
potrzeba, by jedna z wartoéci wlasnych liniowej czeéci przeksztalcenia powrotu dla wartosci
bifurkacyjnej parametru byla réwna 1: Ay = 11 [A\;| # 1 dla j > 1. JakoSciowo bifurkacja
ta polega na wzajemnym zniesieniu sie dwéch cykli granicznych: stabilnego i niestabilnego,
ktore dla wartosci bifurkacyjnej parametru w przekroju Poincarego tworza siodto-wezet.

Bifurkacja siodlo wezel na cyklu niezmienniczym

Jesli dwa punkty stacjonarne siodlo i stabilny wezel sa potaczone dwiema heteroklinicznym
orbitami, wowczas punkty te moga znie$¢ sie wzajemnie poprzez bifurkacje siodto-wezel na
cyklu niezminniczym. Rezultatem tej bifurkacji jest cykl stabilny, ktéry w punkcie bifurka-
cyjnym posiada na swojej orbicie punkt siodlowy (pojawia si¢ orbita homokliniczna). Cecha
charakterystyczng dla tego typu bifurkacji sa wiec narodziny stabilnego cyklu o skonczonej
niezerowej amplitudzie i nieskonczonym okresie.

Bifurkacja homokliniczna

W bifurkacji homoklinicznej punkt siodtowy taczy sie z niestabilnym punktem stacjo-
narnym tworzac w punkcie bifurkacyjnym homokliniczna orbite, a nastepnie stabilny cykl
graniczny. Podobnie wiec jak w bifurkacji siodto wezel na cyklu niezmienniczym mamy do-
czynienia ze stabilnym cyklem o nieskonczonym okresie i skonczonej amplitudzie, jednak w
tym wypadku w uktadzie przed pojawieniem si¢ cyklu nie ma atraktoréow.
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3.2. Analiza bifurkacyjna Sciezki regulatorowej NFxB

Gléwnym celem mojej pracy jest ustalenie, jaki wplyw na jako$ciowe zachowanie modelu
Sciezki sygnatowej NF-xB ma dotaczenie do niego dodatniego sprzezenia zwrotnego zwia-
zanego z produkcja w jadrze komorki ligandu TNF«. Jako parametr regulujacy site tego
sprzezenia wybraliSmy A, wspoétczynnik szybkosci transkrypcji TNFa. Badajac wiec nume-
rycznie, jaki wplyw na zmiane portretu fazowego uktadu ma zmiana parametru A, uzyskatem
portret bifurkacyjny modelu.

Wyniki analizy

Rysunek 3.2 przedstawia wyniki analizy bifurkacyjnej naszego modelu Sciezki regulatorowej
czynnika transkrypcyjnego NF-xB. Do przedstawienia wynikéw wybrane zostaly cztery naj-
wazniejsze w modelu zmienne: frakcja jadrowa NF-kBy,. oraz odpowiedzialne ze sprzezenia
zwrotne: IkBoy;, A20 1 TNFa.

Powyzsze portrety sa wynikiem numerycznych symulacjach modelu. Weryfikacja hipotez
co do wystepujacych w modelu bifurkacji przebiegala nastepujaco:

1) Poprzez losowe wybieranie warunkéw poczatkowych zostaly znalezione wystepujace w
uktadzie atraktory. Okazalo sie, ze wraz ze wzrostem wartosci parametru bifurkacyjnego w
uktadzie mozemy zaobserwowac kolejno:

e monostabilno$é¢ zwiazana z istnieniem stabilnego punktu stacjonarnego (A € [0, A1));

e bistabilno$¢ w wyniku koegzystencji stabilnego punktu stacjonarnego oraz stabilnego
cyklu granicznego (A € [A1, A2]);

e monostabilno$é zwiazana ze stabilnym cyklem granicznym ( A € (Ag, A3]);
e monostabilno$é¢ zwiazana z punktem stabilnym ( A > A3).

Prowadzi nas to do wniosku, ze w uktadzie wystepuja trzy rézne bifurkacje.

2) Zbiér wartosci przyjmowanych zaréwno przez punkt stacjonarny, jak i cykl stabilny
dla réznych warto$ci A\, udalo si¢ uzyskaé¢ poprzez sprytne zastosowanie numerycznych sy-
mulacji uktadu. Mianowicie uzmienniony zostal parametr bifurkacyjny. Taki zabieg sprawit,
iz trajektoria, ktérej wartosci poczatkowe pokrywaly sie z ktéryms z atraktorow, w miare
powolnej zmiany parametru bifurkacyjnego, w trakcie symulacji pozostawala na atraktorze.
Przeprowadzenie takich symulacji pozwolilo odtworzy¢ amplitude oscylacji cyklu stabilne-
go, oraz potozenie punktu stacjonarnego w zaleznosci od wartosci parametru bifurkacyjnego
A. Co ciekawe, udato si¢ rowniez tym sposobem odtworzy¢ polozenie niestabilnego punktu
stacjonarnego.

3) W wyniku tych symulacji udato si¢ ustali¢, iz wystepujacy w ukladzie cykl stabilny rodzi
sie w punkcie A3 (por. rysunek 3.2) ze stabilnego punktu stacjonarnego z zerowa amplituda.
Taka sytuacja jednoznacznie wskazuje, ze punkt A3 jest punktem bifurkacji nadkrytycznej
Hopfa.

4) By ustali¢, w wyniku jakiej bifurkacji pojawil si¢ z niezerowa amplituda cykl stabilny
w punkcie Ay zostal zmierzony okres oscylacji w poblizu punktu narodzin cyklu. Wyniki
tego pomiaru przedstawia rysunek 3.3. Skonczony okres w punkcie bifurkacyjnym wyklucza
bifurkacje siodlo wezet na cyklu niezmienniczym oraz bifurkacje homokliniczng. Pozostaje
tylko bifurkacja siodto-wezel dla orbity okresowej.
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Rysunek 3.2: Portrety bifurkacyjne dla wybranych zmiennych modelu: (a) IkBoey, (b)
NE-kBpye, (¢) A20, (d) TN Fap. Oznaczenia: ciagla linia - stacjonarny punkt stabilny,
przerywana linia - stacjonarny punkt niestabilny, pelne koto - amplituda cyklu stabilnego,
puste koto - amplituda cyklu niestabilnego. Wystepujace w uktadzie bifurkacje: A; - bifur-

kacja siodto wezet dla orbity okresowej; Ao - bifurkacja podkrytyczna Hopfa; A3 - bifurkacja
nadkrytyczna Hopfa.
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Rysunek 3.3: Okres oscylacji stabilnego cyklu granicznego.

5) Do rozpoznania pozostala juz tylko bifurkacja w punkcie A\o. Wiemy, ze wiaze si¢ ona
z nabyciem stabilno$ci przez niestabilny punkt stacjonarny oraz ze w jej wyniku nie powsta-
je zaden dodatkowy atraktor. Wskazuje to bezposérednio na bifurkacje podkrytyczna Hopfa.
Jak wiemy wiaze si¢ ona rowniez z narodzinami niestabilnego cyklu granicznego. Te jednak
zazwyczaj przy pomocy numerycznych symulacji trudno jest zidentyfikowaé¢. W naszym mo-
delu trajektorie znajdujace sie w poblizu niestabilnego cyklu, zanim zostaly pochtoniete przez
atraktor, w ktérego basenie przycigganie akurat sie znajdowaly, spedzaly w otoczeniu nie-
stabilnego cyklu znaczaca ilos¢ czasu. Przyklady takiej trajektorii przedstawione zostaly na
rysunku 3.4. Rysunek 3.4a przedstawia trajektorie, ktéra po spedzeniu w poblizu niestabil-
nej orbity okolo 120 godzin zycia komérki spadta na stabilny punkt, natomiast rysunek 3.4b
przedstawia trajektorie, ktora dopiero po niemal 200 godzinach, z otoczenia niestabilnego
cyklu przeskoczyla na orbite stabilna. Takie zachowanie tlumaczone jest w [12] jako quasi-
stabilno$é orbity niestabilnej. A dla nas dodatkowo potwierdzilo wynik przeprowadzonego
wyzej rozumowania oraz umozliwilo doktadne okreslenie polozenia orbity niestabilne;j.
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przeskakuje (a) do punktu stabilnego lub (c) do cyklu stabilnego.
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Rozdziatl 4

Model stochastyczny

W przyrodzie zadna komérka nie jest identyczna. Nawet gdy ograniczymy sie do jednego
typu komoérek raka moézgu, to wciaz nie ma reguly, ktéra by mowita jakie stezenie konkret-
nego biatka powinna kazda komoérka w danym momencie swojego zycia zawiera¢. Co wiecej
reakcja takich komoérek na doktadnie taki sam zewnetrzny bodziec réwniez nie musi by¢ iden-
tyczna - moze nig by¢ proliferacja jak i apoptoza. Dlatego tez modelowanie cyklu komérki
jako procesu czysto deterministycznego, a zatem poprzez ukltad réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych, nie jest w stanie w pelni oddaé¢ réznorodnoéci jej zachowan. Aby méc uwzglednié
losowos¢ zachodzacych w komércee reakeji oraz uniezaleznié trajektorie modelu od zadanych
warunkéw poczatkowych, nalezy odwotaé sie do teorii proceséw stochastycznych Markowa.
Trescia niniejszego rozdziatu jest krétkie wprowadzenie do tej teorii (w oparciu o [2]) wraz z
jej zastosowaniem do modelu Sciezki regulatorowej NF-xB.

4.1. Proces Markowa

Definicje i oznaczenia

Niech (€, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, (S,E) przestrzenia mierzalna, a T
dowolnym zbiorem. Wowczas:

Definicja 4.1.1 Procesem stochastycznym o wartosciach w S, okreslonym na zbiorze T
nazywamy rodzine zmiennych losowych (Xi)ier przyjmujacych wartosci w zbiorze S.

W interesujacym nas przypadku parametr t traktujemy jako ciagta zmienna czasowsa i wtedy
T jest podzbiorem zbioru nieujemnych liczb rzeczywistych R>q. Przestrzen (S, €) natomiast
nazywamy przestrzenia stanow.

Definicja 4.1.2 Proces (X¢)i>0 jest Markowa (ma wlasnosé¢ Markowa) jesli dla E C S,
£e S orazt, T €T takich, Ze t > 7 zachodzi

P(X: € E|X, =& =P(X; € E|X,,0<n<7) (4.1)
Woéwezas dobrze zdefiniowana jest funkcja prawdopodobienstwa:

P(X, € E) := /S P(X, € E|X, — w)doP(Q,7) (4.2)
Z ktoérej dzielac przedzial [1,t] punktem s € [7,t] dostajemy réwnosé

P(X; € E|X, =¢) = /SIP’(Xt € E|X, = w)doP(X, € | X, =€) (4.3)
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zwang rownaniem Chapmana - Kolmogorowa.

Rozpatrzmy teraz zmiany wartosci procesu X, w malym przedziale czasowym. Zalézmy,
ze prawdopodobiefistwo nastapienia wiecej niz jednej zmiany wartosci procesu jest wielkoscia
zmierzajaca do zera szybciej niz At. Wowczas wprowadzajac funkcje intensywnosci zmian
wartosci procesu ¢(X; = £) mozemy zapisaé ¢(X; = ) At + o(At) - prawdopodobienistwo, ze
proces X zmieni swoja warto$¢ w przedziale czasowym (¢, At) pod warunkiem, ze w chwili
t przyjal warto$¢ £. Ponadto, niech Q(F|X; = &) oznacza prawdopodobiefistwo, ze jesli w
chwili t proces X przyjal warto$é¢ & oraz w przedziale czasowym (¢, At) zmienil swoja wartosé,
to Xyiar € E. Tak przyjete oznaczenia pozwalaja nam zapisaé¢ réwnanie:

P(Xirar € E|Xy = &) = (1 — q(Xy = A)XE(E) + QE[X: = {)q(Xe = )AL + o(Al), (4.4)
gdzie xg(§) oznacza funkcje charakterystyczna zbioru E, tzn.

1,dlaeFE
0, w.p.p.

xe(§) = {

w literaturze réwnanie (4.4) znane jest jako réwnanie Master.
Proces Poissona

Proces Poissona jest najbardziej znanym przykladem procesu Markowa o co najwyzej prze-
liczalnej przestrzeni stanéw. Mozna go uzyskaé¢ poprzez postawienie dodatkowego warunku
o niezaleznos$ci prawdopodobienstw przejs¢ od aktualnego stanu uktadu oraz zdefiniowanie
funkcji intensywnosci. Dla procesu Poissona:

g Xe =& =X (A = const > 0). (4.5)

Wéwezas przyjmujac tradycyjne oznaczenie P, (t) prawdopodobienstwa, ze proces w chwili t
jest w stanie n € N, réwnanie Master dla n > 1 ma nast¢pujaca postac:

P, (t+ At) = (1 = MAt) P, (t) + AP —1(t) At + o(At). (4.6)
Zas dla n = 0 (gdy przejscie do stanu n-1 jest nie mozliwe), dostajemy
Py(t + At) = (1 — AAt) Po(t) + o(At). (4.7)

Réwnania te po odpowiednim uporzadkowaniu i przejsciu z At do granicy w zerze sprowadza
sie do postaci

CPut) = ~APA(1) + AP 1 (1) (48)
%Po(t) = —APy(t), (4.9)

dlan > 11in = 0 odpowiednio. Rozwigzaniem tego nieskoniczonego uktadu réwnan, gdy za
warunek poczatkowy wezmiemy Py(0) = 1, jest rozklad Poissona

Pu(t) = (A;!)ne”. (4.10)

Proces Poissona jest tzw. procesem zliczajacym. Pozwala on modelowaé¢ reakcje trwajace
nieskonczenie kréotko i zachodzace w losowym czasie. Interesuje nas jednak tylko ich taczna
liczba i zaktadamy, ze sa tego samego rodzaju.
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Proces urodzin

Pierwszym krokiem uogélniajacym zatozenia procesu Poissona jest dozwolenie aby funkcja
intensywno$ci zmian procesu g, mogla zaleze¢ rowniez od stanu w jakim w danej chwili sie
uklad znajduje. Wéwczas mozna interpretowaé P, (t) jako prawdopodobienstwo, ze w chwili
t populacja danego gatunku sktada sie z dokladnie n osobnikéw, zas gAt jest prawdopo-
dobienstwem narodzin nowego osobnika. Takie podejécie prowadzi jednak do rozpatrywania
nieskonczenie duzych populacji, dlatego zajmiemy sie¢ przypadkiem bardziej realistycznym,
ktéry uwzglednia réwniez mozliwo$é Smierci osobnika, a zarazem daje mozliwosé modelowania
reakcji biochemicznych.

Proces urodzin i $mierci
Niech funkcja intensywnoéci przejéé¢ bedzie nastepujacej postaci:
Ai dla j=i+1
q(Xprar =j1 Xy =14) = dlaj=i-1
0 W.p.p-
Wéwezas prawdopodobienstwo urodzin w przedziale (¢, ¢+ At), czyli przejscia ze stanu n do
stanu n 4+ 1 wynosi A, At + o(At), natomiast prawdopodobienistwo Smierci, czyli przejscia ze
stanu n do stanu n — 1 jest réwne u, At + o(At).

Aby obliczyé¢ P, (t 4+ At) nalezy zauwazy¢, ze uklad moze znajdowaé sie w stanie n wtedy
i tylko wtedy, gdy zaszlo ktores z ponizszych zdarzen:

e w chwili t uklad byl w stanie n i zadna zmiana w przedziale czasowym (t,t + At) nie
zaszla;

e w chwili t uklad byl w stanie n-1 i przeszedl do stanu n (urodziny)
e w chwili t uktad byl w stanie n+1 i przeszedl do stanu n ($Smier¢)

e w czasie (t,t + At) zaszla wiecej niz jedna zmiana, ale w ich efekcie uklad znalazt sie
w stanie n.

7 uwagi na to, ze pierwsze trzy mozliwosci sa zdarzeniami roztacznymi, natomiast prawdopo-
dobienistwo ostatniego dazy do zera szybciej niz At, mozemy wypisaé réwnanie M dla procesu
urodzin i émierci:

Pn(t + At) = Pn(t)(l — A AL — ,unAt) + An_lAtPn_l(t) + Mn+1AtPn+1(t) + O(t). (411)

Po odpowiednim uporzadkowaniu i przejsciu granicznym z At to zera, dostajemy réwnanie

rézniczkowe
SPult) = O+ ) Pal®) + Mt Pact(0) + ps Paa (0 (4.12)
dlan > 1, zas dlan =0:
& Po(t) = —MoPolt) + A1), (4.13)
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4.2. Stochastyczny model ekspresji genu

Rozpatrujac komoérke jako ztozony reaktor biochemiczny mozna oddzialywania pomiedzy
znajdujacymi sie¢ w jej wnetrzu biatkami rozpatrywaé jako oddzielne reakcje. Moéwienie o
stezeniu biatka, gdy jego czasteczek jest w komoérce kilkadziesiat tysiecy jest uzasadnione i
w takich przypadkach deterministyczne modelowanie uwzgledniajacych je reakcji daje zado-
walajace rezultaty. Jednak w przypadku gdy czasteczek bioracych udzial w rozpatrywanych
reakcjach jest mniej, lub gdy rozpatrujemy proces aktywacji genu, o ktérym zakladamy, ze
moze przyjacé tylko jeden z dwoch stanéw: aktywny badz nieaktywny, modelowanie w sposéb
ciagly jest calkowicie nieuzasadnione. By przej$¢ do opisu zachowania pojedynczych molekut
w ukladzie nalezy przej$¢ do stochastycznego opisu zachodzacych reakcji, opartego na teorii
proceséw Markowa z dyskretng przestrzenia stanow.

Na podstawie klasycznego modelu reakcji zwiazanych z aktywacja genu [6], bedacych
glownym zrédlem stochastycznosci w komérce, przedstawie w tym paragrafie zasady na jakich
opiera si¢ budowa calego stochastycznego modelu sieci regulatorowej NF-xB.

Proces aktywacji genu

Kontrola aktywnosci genu w komérce odbywa sie poprzez przytaczanie lub dysocjacje
czynnika transkrypcyjnego. Analogicznie do procesu urodzin i $mierci rozpatrujemy procesy
aktywacji i dezaktywacji genu, transkrypcji i degradacji mRNA oraz translacji i degradacji
biatka. W tym modelu wspétczynniki aktywacji i dezaktywacji uzalezniamy od liczby czaste-
czek syntetyzowanego biatka (uwzgledniamy autoregulacje). Model opisywany jest przez trzy
zmienne:

e m(t) € N - liczba czasteczek mRNA rozpatrywanego bialtka;
e p(t) € N - liczba czasteczek bialka;
e (GG(t) € {0,1} - binarna zmienna losowa opisujaca stan genu.

Miedzy ktérymi zachodza reakcje przedstawione na rysunku 4.1 o nastepujacych wspotczyn-
nikach:

e a(p) - wspolezynnik aktywacji genu zalezny od iloéci bialka;

e b(p) - wspoOlezynnik dezaktywacji genu zalezny od ilosci biatka;

e t1 - tempo transkrypcji mRNA;
e to - tempo translacji biatka;
e 71 - tempo degradacji mRNA;

e 7y - tempo degradacji biatka.

Celem jest wypisanie rownan Master opisujacych ewolucje w czasie prawdopodobienstwa,
ze nasz uklad znajdzie sie stanie zadanym przez zmienne (m,p, G). Oznaczmy przez py(t)
tagczne prawdopodobienstwo, ze w ukladzie w chwili ¢ znajduje sie m czasteczek mRNA,
p czasteczek bialka, a gen jest aktywny (uklad jest w stanie (m,p,1)), za$ przez ymp(t)
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Rysunek 4.1: Schemat modelu aktywacji genu z autoregulacja.

prawdopodobienstwo, ze uklad jest w stanie (m,p,0). Réwnanie M:

d
%xmp(t) = aYmp — bTmp + 11T (m—1)p — 11Tmp + 71 (M + 1) y1)p — T1MTp  (4.14)

+72 (p + 1)xm(p+1) — T9PTmp + tmem(p—l) — loMmTpyp
d

%ymp(t) = —Ymp + by + 11 (M + 1)?J(m+1)p — "1MYmp (4.15)

+ra(p + 1)ym(p+1) = T2PYmp + t2mym(p—1) — t2MYmp
Proces aktywacji genu diploidalnego
W modelu $ciezki regulatorowej NF-xB zatozyliSmy, ze w jadrze komérkowym znajduja
sie po dwie kopie genéw A20, IkBa oraz TNF«. Oznacza to, ze zmienna GG opisujaca stan
danego genu, moze przyjmowaé wartosci ze zbioru 0, 1,2. Wartos¢ 0 jest przyjmowana, gdy
obie kopie genu sa nie aktywne, 1 gdy jedna z nich jest aktywna, natomiast 2 gdy obie kopie

sg wlaczone. Reakcje zachodzace w tym modelu przedstawia schemat na rysunku 4.2. Peten
opis tego przypadku, jak réwniez jego uogélnienie na N kopii genu, mozna znalezé w [6].

———
- -

28(9) RN

a(p) < >2b t—2>
T

% %)

Rysunek 4.2: Schemat modelu aktywacji diploidalnego genu z autoregulacja.
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Rozdziatl 5

Symulacje numeryczne

Rozpatrywanie prawdopodobienstw, ze uktad w danej chwili czasowej znajduje si¢ w okreslo-
nym stanie, prowadzi do stworzenia nieskoficzonego uktadu réwnan M. Rozwigzanie analitycz-
ne takiego uktadu ze wzgledu na jego niedomkniecie lub zbyt duza zlozono$é jest najczesciej
niemozliwe. W takich przypadkach z pomoca przychodza algorytmy numeryczne. Powszech-
nie stosowana metoda symulacji stochastycznych reakcji zachodzacych w komérkach jest al-
gorytm Gillespiego [5]. W ponizszym rozdziale przedstawie zalozenia oraz kolejne kroki tego
algorytmu, jak rowniez wyniki opartych na nim symulacji numerycznych.

5.1. Algorytm Gillespiego

Pierwotnie Dan Gillespie opublikowal swdj algorytm w 1977 roku [5] jako sposéb na mode-

lowanie reakcji chemicznych. Jego pomyst polegal na tym, by nie analizowaé¢ prawdopodo-

bienstw przyjecia danego stanu przez wszystkie zmienne osobno, lecz rozpatrywaé jednie jedna

trajektorie uktadu, za$ koncentracje czasteczek bioracych udzial w reakcjach estymowagé.
Niech wiec S(t) bedzie wektorem stanu, a S(0) stanem poczatkowym ukladu. Wéwczas w

danej chwili t, a wiec kazdym kroku symulacji, uktad znajduje sie w dokladnie jednym okre-

Slonym stanie. Zanim w wyniku zajécia jednej z reakcji nastgpi zmiana tego stanu, musza

zostaé¢ podjete dwie decyzje:

1) po jakim czasie ma zaj$¢ nastepna reakcja,

2) ktéra z reakcji ma zajsé.

By méc to zrobi¢ oznaczmy przez q(i, 7)dr prawdopodobienstwo, ze i-ta reakcja zaszla w
infinitezymalnym przedziale czasowym dr po czasie 7, tzn. w chwili T' € (t + 7,¢t + 7 + dr).
Mozemy wéwezas q(i, 7)dT zapisaé¢ jako iloczyn prawdopodobienstw Py(7) - ze w czasie T
zadna reakcja nie zaszla oraz P;(dr) - ze i-ta reakcja zaszta w przedziale dr:

q(i,7)dT = Po(1)P;(dr). (5.1)

Prawdopodobienstwo zajécia reakcji w przedziale czasowym dr wygodnie jest zapisaé¢ za po-
mocy tzw. sklonnosci zajscia reakeji a;, zdefiniowanej réwnaniem P;(dr) = a;dr. Wowcezas
prawdopodobienstwo P(dr) zajscia, ktérejkolwiek z rozpatrywanych N reakcji w przedziale
dr, zapisuje si¢ jako sume prawdopodobienstw

N N
P(dr) =>_Py(dr) = adr = adr. (5.2)
=1 =1
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Mozna wiec zapisa¢ wyrazenie na prawdopodobienstwo, iz zadna reakcja nie zajdzie w prze-
dziale (t,t + 7 + d7) w nastepujacy sposéb

Py(t +dr) = Py(1)(1 — adr). (5.3)

Roéwnanie to po uporzadkowaniu i przejsciu z dr do granicy w zerze daje sie zapisaé jako
nastepujace réwnanie rézniczkowe:

%Pg( ) = —aPy(7), (5.4)

ktorego rozwiazaniem, przy naturalnym warunku poczatkowym Py(0) = 1, jest Py(1) = e~ 7.

Stad, sumujac réwnanie (5.1) po wszystkich reakcjach dostajemy

M
q(t EZ(]’L T)dT = Py(T ZP (dr) = e “adr, (5.5)
i=1

czyli rozktad gestosci czasu oczekiwania na kolejne zajscie kolejnych reakcji jest ekspotencjal-

ny
q(1) = ae™ . (5.6)

Rozklad reakcji dostajemy poprzez prawdopodobienstwo warunkowe zajécia i-tej reakcji w

chwili 7: -y o
olil7)dr = qi,7)dr _ ae™ _ %' 57)

q(T)dr ae—at

Mamy wiec odpowiedzi na oba pytania w formie rozktadéw. Na potrzeby algorytmu wylicza-
my dla rozktadu czaséw kwantyl rzedu ry:

1 1
t=—1 .
an(l—Tl)7 (5-8)

gdzie r; pochodzi z rozkladu jednorodnego U0, 1], mozemy wiec réwnowaznie zapisa¢ wyra-
zenie na czas T nastepnej reakcji jako

1
=——1 . 5.9
T " nry (5.9)

Typ reakcji natomiast wyznaczamy losujac liczbe ro z U0, 1] i znajdujac taka reakcje i, ze
i—1 y s
Y << Z 1, (5.10)

j=1 ¢

Przyjmujac przedstawione wyzej oznaczenia algorytm Gillespiego przebiega nastepujaco:
1. Ustawiamy ¢ = 0 i ustalamy S(0).
2. Dla ustalonego t oraz S(t) wylicz a; Vie1,.. v oraz a.
3. Losujemy r1,79 z U[0, 1], wyliczamy 7 z (5.9) oraz znajdujemy i zgodnie z (5.10)
4. Zmieniamy t na t + 7 i zgodnie z i-ta reakcja wyliczamy S(t + 7).
5. Konczymy symulacje jesli wszystkie a; = 0 lub czas symulacji dobiegt konca, w prze-

ciwnym wypadku wracamy do punktu 2.
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5.2. Stochastyczne efekty

Stosujac opisany wezedniej algorytm stochastycznych symulacji Gillespiego przeprowadzitem
szereg réznego rodzaju symulacji naszego modelu éciezki sygnatowej NF-xB. Zgodnie z prze-
widywaniami okazato sie, ze zachowanie modelu w przypadku symulacji stochastycznych zna-
czaco rozni sie od analizowanego wczesniej przypadku modelu deterministycznego. Ponizej
omoéwie napotkane roéznice oraz ich konsekwencje przy ustalaniu parametréw modelu.

Skoki miedzy atraktorami

Pierwszym spostrzezeniem jakie nalezy poczyni¢ poréwnujac oba podejScia jest ogdlne
stwierdzenie iz w przypadku monostabilnych ukladéw trajektoria deterministyczna jest do-
brym przyblizeniem uérednionych trajektorii stochastycznych. W naszym modelu efekt ten
jest widoczny dla malych wartosci parametru bifurkacyjnego A i krétkich czaséw symulacji -
patrz Rysunek 5.1.

Active Receptors IKKKa % 10° IKKa

0 2 4 3 g

10

Total B « 10" Nuclear NF-«<B
3 10
2

5

1
% 2 4 6 & 1o %W r 4B & D

A20 mRNA TNF mRNA TNF intracellular

300 &0 £000

T R

Rysunek 5.1: Poréwnanie deterministycznych (gruba czarna linia) i stochastycznych (cienkie
kolorowe) trajektorii dla A = 0.025

Dla wartosci parametru bifurkacyjnego A, dla ktoérych uktad deterministyczny jest bi-
stabilny tzn. wystepuja dwa atraktory, usrednianie stochastycznych trajektorii traci sens.
Powodem sa wystepujace w ukladzie skoki trajektorii pomiedzy obszarami, ktére w modelu
deterministycznym odpowiadaly atraktorom. Takie zachowanie modelu jest juz w przypad-
ku wystepowania dwéch stabilnych punktéw dobrze znane i opisane w szeregu publikacjach
(m.in. Ge [4], Song [14]). W naszym modelu takimi atraktorami sa punkt stabilny i stabilny
cykl graniczny. Uklady w ktorych jednym z atraktorow jest stabilny cykl jest wciaz obiek-
tem badan ( [9], [7]). W mojej pracy przedstawie analize zachowan modelu w takiej sytuacji
oparta o numeryczne symulacje.
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Rysunki 5.2 i 5.3 przedstawiaja przyktadowe trajektorie dla parametru bifurkacyjnego
A = 0.05 tzn. takiego, w ktérym uktad jest bistabilny. Na rysunku 5.2 pogrubiong czarna
linig zostal przedstawiony stabilny cykl graniczny, zas czarna kropka oznacza stabilny punkt
stacjonarny uktadu deterministycznego. Warto zauwazy¢, ze cienka czerwona linia przedsta-
wiajaca trajektorie stochastyczna znajduje si¢ doktadnie w otoczeniu stabilnych atraktoréw
uktadu deterministycznego. Rysunek 5.3 pokazuje bardzo dluga symulacje (3000 godzin) tra-
jektorii NFE-kBp,.. Wida¢ na nim wyraznie, ze po spedzeniu pewnego czasu w okolicach
punktu stabilnego (male wartosci NF-rkBpy.) trajektoria przeskakuje do obszaru oscylacji
(wyzsze wartoSci NF-kBpyc), a potem znéw wraca w okolice punktu. W dalszej czesci pracy
przedstawiona zostanie iloéciowa analiza tego zachowania.

Total |1{Bo(,

25 3 S 4

2
Nuclear NF-«xB 10

Rysunek 5.2: Poréwnanie deterministycznej (gruba czarna linia) i stochastycznej (cienka czer-
wona linia) trajektorii dla A = 0.05 (bistabilno$¢ w modelu deterministycznym)

Rezonans stochastyczny

Skoki stochastycznych trajektorii pomiedzy obszarami odpowiadajacymi deterministycz-
nym atraktorom to zachowanie, ktérego sie w naszym modelu spodziewaliémy. Kolejnym,
mniej spodziewanym, efektem stochastycznym, ktory zostal zaobserwowany jest rezonans
stochastyczny [3]. Zjawisko to polega wystepowaniu oscylacji w modelu stochastycznym dla
wiekszego zakresu wartosci parametru bifurkacyjnego niz w modelu deterministycznym. W
takim przypadku méwi sie o rozmyciu deterministycznych przewidywan modelu. Przykta-
dowe pordéwnanie trajektorii w przypadku gdy deterministyczny uklad jest monostabilny
(A = 0.025) przedstawia rysunek 5.4. Widzimy, ze pogrubiona czarna linia po wykonaniu
kilku gasnacych oscylacji spada do punktu stabilnego, natomiast cienka czerwona trajektoria
stochastyczna mimo to podlega oscylacjom. Na rysunku 5.5 widzimy analogicznie do rysunku
5.3, jak stochastyczna trajektoria NF-xB,,,. zachowuje si¢ w czasie. Tym razem jednak, gdy
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(a)

Rysunek 5.3: (a) Przeskakujaca stochastyczna trajektoria NFx By, pomiedzy obszarem oscy-
lacji (wyzsze wartosci), a stanem stalym (nizsze wartosci) dla A = 0.05; (b) Stochastyczna
trajektoria NFx By, W obszarze oscylacji; (c¢) Stochastyczna trajektoria NFx By, W obszarze

punktu statego.

A = 0.025 czas spedzony przez trajektorie w obszarze oscylacji jest znaczaco mniejszy. Efekt
ten zostal przeze mnie numerycznie zmierzony. Rysunek 5.6 przedstawia jak zmienia sie $red-
ni czas spedzony w obszarze oscylacji w zaleznosci od warto$ci parametru bifurkacyjnego A.
Warto zauwazy¢, ze dla wartosci A, dla ktorej pojawia sie deterministyczny cykl graniczny
stochastyczna trajektoria oscyluje tylko 35% czasu, natomiast 90% gdy punkt stacjonarny
traci stabilnosé. Kolejng badang przeze mnie wtasnoscig rezonansu stochastycznego w naszym
modelu byl okres oscylacji stochastycznych zaréwno w obecnosci deterministycznego cyklu,
jak i bez niego. Wyniki przedstawia rysunek 5.7. Widzimy, ze okresy te sa do siebie zblizone,
za$ po zniknieciu deterministycznego cyklu stochastyczne oscylacje utrzymuja rosnacy trend

okresu.
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Rysunek 5.4: Poréwnanie deterministycznej (gruba czarna linia) i stochastycznej (cienka czer-
wona linia) trajektorii dla A = 0.025 (monostabilny model deterministyczny)
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Rysunek 5.5: Przeskakujaca stochastyczna trajektoria N« By, pomiedzy obszarem oscylacji
(wyzsze wartosci), a stanem stalym (nizsze wartosci) dla A = 0.025
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nych (ciagla linia).
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Rozdziat 6

Weryfikacja modelu

Gtéwnym celem dodania do istniejacego juz modelu sprzezenia dodatniego byta préba zrozu-
mienia mechanizmu samoaktywacji komérek rakowych typu SK-N-AS. Opublikowane w 2010
roku rezultaty eksperymentéw grupy M.R. White’a [16] wskazywaly, ze okolo 20% komérek
tego typu podlega samoaktywacji, tzn. bez zewnetrznej stymulacji czynnik transkrypcyjny
NFEx B zaczyna przemieszczac sie z jadra komérkowego do cytoplazmy i z powrotem z okresem
okoto 100 minut. Zaobserwowano réwniez iz prawdopodobienstwo aktywacji komérki przez
zewnetrzny sygnal rosto wraz z dawka podawanego TINF'«, az do wysycenia przy okoto 100

pg/ml dla stymulacji ciaglej oraz 10 ng/ml przy stymulacji pieciominutowym pulsem®.

Rodzaje eksperymentéw i charakter danych

Dane uzyskane podczas eksperymentéw nie sg danymi iloSciowymi. Uzyskane rezultaty
czesto przedstawiane sa w postaci tzw. blotéw?, badz tez zdje¢ uzyskanych po oznaczeniu
konkretnych biatek zwigzkami fluorescencyjnymi. Oba te sposoby dostarczaja jedynie jako-
sciowych danych na temat odpowiedzi komérki na konkretna zewnetrzna stymulacje. Dzieki
takim eksperymentom dostajemy informacje m.in. na temat wystepujacych w ukladzie oscy-
lacji i ich okresu. Nie mozemy natomiast dokladnie okresli¢ w czasie ani liczby molekut
wystepujacych biatek ani ich dokladnego stezenia.

Parametry modelu dopasowywalem do danych z obserwacji pojedynczych komérek, mo-
wiacych o 100 minutowym okresie oscylacji oraz do trzech eksperymentéw populacyjnych.

1. Pomiar samoaktywacji komérek bez zewnetrznej stymulacji (por. dawka TNFa = 0 na
rysunkach 6.116.2) ;

2. Pomiar frakcji komoérek odpowiadajacych na ciagla zewnetrzna stymulacje TNF « (por.
rysunek 6.1);

3. Pomiar frakcji komérek odpowiadajacych na zewnetrznag pulsowa stymulacje TNF o
(por. rysunek 6.2).

Wyniki symulacji populacyjnych przedstawiaja rysunki 6.1 1 6.2. Pokazuja one jaki procent
symulowanej populacji komérek zostal wzbudzony do oscylacji pod wpltywem réznych dawek
TNF«. Analogicznie do wynikéw eksperymentalnych z [16], na wykresach r6znymi kolorami

1Stymulacja pulsowa polega na usunieciu po danym czasie cytokin TNF« z otoczenia komérek rakowych.
2Metoda ta polega na oznaczeniu barwnikami biatek rozdzielonych wedlug mas i struktury.
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zostaly oznaczone komorki, ktére odpowiedzialy na stymulacje po 100, 200, 300, 400 i 500
minutach.

Przebieg symulacji

By zapewnié¢ losowos¢ warunkéw poczatkowych trajektorii poszczegélnych komérek z po-
pulacji, wartosci te dla kazdej komoérki osobno byty losowane z symulacji 300 godzin zycia
komoérki bez zewnetrznej stymulacji.

By uwzglednié¢ réznorodnosé komoérek w populacji, przed kazda symulacja pojedynczej
komoérki, parametr M odpowiadajacy za liczbe wszystkich receptoréw na blonie komérko-
wej byl losowany. Rozklad liczby receptoréw tak jak w [15] pozostal log-normalny, zmienity
sie natomiast jego parametry. Jak wida¢ na rysunku 6.4 wartosé¢ parametru bifurkacyjnego
przy ktérym pojawiaja sie deterministyczne oscylacje zalezy od catkowitej liczby recepto-
réw. Postaé tej zaleznosci jest wyznaczona przez nieliniowa cze$é réwnania (2.2) opisujacego
aktywacje receptorow. Widzimy wiec, ze przy ustalonej wartoéci parametru bifurkacyjnego
prawdopodobienstwo aktywacji komoérki jest tym wieksze im wieksza jest liczba receptoréw.

Omoéwienie wynikéw

Mozliwo$éé¢ zmiany parametrow rozkladu receptoréw oraz parametru bifurkacyjnego pozwo-
lita w zadowalajacy sposéb dopasowaé wyniki symulacji do danych eksperymentalnych grupy
M.R. White’a. Ze wzgledu na duzy blad pomiaru wynikéw eksperymentalnych (np. +/- 17.1%
dla dawki TNFa = Opg/ml) naszym celem nie bylo dokladne ilo$ciowe odwzorowanie tych
wynikow, a jedynie pokazanie mozliwo$ci modelu do symulowania odpowiedzi komérki na
rézne dawki TNF'« oraz jej samoaktywacji. Uzyskane przez nas wyniki symulacji teoretycznie
potwierdzaja eksperymentalng hipoteze [8] o istnieniu i roli dodatniego sprzezenia zwrotne-
go w sieci regulatorowej NF-xB zwigzanego z wewnetrzna produkcja TNFa. Prowadza nas
one réwniez do postawienia nowej hipotezy, iz réwniez inne komoérki (np. zwiazane z obrona
immunologiczna monocyty i makrofagi) o réwnie duzej lub wiekszej wewnetrznej produkeji
TNF o, moga doznawaé autoaktywacji.
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Rysunek 6.1: Wyniki symulacji populacyjnej dla ciagtej zewnetrznej stymulacji TNF«
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Rozdziat 7

Podsumowanie

NEx B jest najwazniejszym czynnikiem transkrypcyjnym zwigzanym z wczesng obrong immu-
nologiczng. W komoérkach nowotworowych zablokowanie jego aktywnosci moze doprowadzié
do wprowadzenia komorki na szlak apoptozy. Jednym z zewnetrznych sygnatow, ktére moga
doprowadzié¢ do takiej reakcji komérki jest tzw. czynnik martwicy nowotworu - TNFa. Ze
wzgledu na jedno z jego zrodel jakim sa znajdujace sie w bliskiej odleglosci komérki, wazne
jest doktadne poznanie mechanizmu jego aktywacji pod wpltywem matych, fizjologicznych da-
wek. Ostatnie publikacje wynikéw eksperymentalnych [16] dodatkowo wskazuja na mozliwosé
aktywacji komorek bez zewnetrznej stymulacji. W pracy oméwitem modyfikacje modelu sieci
regulatorowej NFxB przedstawionego w [15], ktéra umozliwia symulacje takiego zachowania
komorki, jak réwniez prawidlowo odwzorowuje jej odpowiedz na fizjologiczne dawki TINF .
Wiyniki te teoretycznie potwierdzaja wczesniejsze eksperymentalne doniesienia [8] o mozli-
wym dodatnim sprzezeniu zwrotnym w sieci regulatorowej NF-xB zwigzanym z wewnetrzng
produkcja TNF« i jego roli w autoaktywacji komorki [16]. Na podstawie uzyskanych wynikéw
weryfikacji modelu z eksperymentem mozna wysunaé¢ hipoteze, iz autoaktywacja moze wyste-
powaé réwniez w innych komoérkach o wysokim poziomie wewnetrznej produkcji TNF'«, np.
zwiazanych z obrong immunologiczng monocytach lub makrofagach. Spodziewamy si¢ iz w
takich komoérkach moze dochodzié¢ do dtugotrwalej aktywacji NI-xB zaréwno spontanicznej
jak i na skutek zewnetrznego sygnatu.

Przeprowadzone w trakcie budowy i analizy modelu symulacje numeryczne doprowadzity
do badania ciekawych efektow stochastycznych zwigzanych z wystepujaca w ukladzie bista-
bilnoscia. Okazalo sie iz przewidywany przez deterministyczny uktad zakres parametru bifur-
kacyjnego, w ktérym model jest bistabilny zostal rozmyty. Wskazujace na bistabilnosé skoki
stochastycznych trajektorii pomiedzy obszarami, w ktérych w modelu deterministycznym
znajdowaly sie atraktory, wystepowaly dla duzo szerszego zakresu parametréw niz wynika-
toby to z modelu deterministycznego. Z jednej strony, w poblizu bifurkacji siodlo wezet dla
orbity okresowej zwiekszyt sie zakres parametru bifurkacyjnego, w ktorym trajektorie oscy-
lowaly - mial miejsce tzw. stochastyczny rezonans. Z drugiej strony, dla wartoéci parametru
A w poblizu bifurkacji podkrytycznej Hopfa zwiekszyt sie zakres stabilnosci punktu stacjo-
narnego. Efekty te choé¢ powszechnie znane ([9], [7]) nie zostaly jeszcze opisane $cisla teoria
matematyczna, natomiast jak sie okazalo juz sa skutecznie wykorzystywane w modelowaniu
uktadéw biochemicznych.
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